
第 3章 自动机基础

3.1 正规语言及其描述方法

若文法中每个产生式都限制为 A → aB 或 A → a，其中 A和 B均为单个非终结符（此文法为右线性文
法，左线性文法形如 A → Ba或 A → a），则称这类文法为正规文法。

定义 3.1 正规语言是指由正规文法定义的语言。

正规语言有三种等价的表示方法：

1. 正规文法

2. 正规式

3. 有限自动机

正规文法就是正规语言的一种描述形式，正规式可以简单理解为正则表达式，是用计算机语言来描述正

规语言的一种方式，这三种都是等价的。

例 3.1 正规文法 G(Z) : A → A|ε

∵ A ⇒ ε;A ⇒ aA ⇒ aaA ⇒ aaaA ⇒ . . . ⇒ an, n ⩾ 0

正规语言 ∴ L(G) = {an | n ⩾ 0}

例 3.2 L1 = {ambn | m ⩾ 0, n ⩾ 1},正规语言？
∵可由正规文法定义:
G1(S) : S → aS|bA;A → bA|ε
∴ L1是正规语言

如果一种语言是正规语言，那就可以找到一个正规文法去描述该语言。

例 3.3 L2 = {(ab)n | n ⩾ 1},正规语言？∵可由正规文法定义:
G2( S) : S → aA;A → bB;B → aA | ε
∴L2是正规语言

例 3.4 L3 = {anbn | n ⩾ 0},正规语言？
∵不能由正规文法定义 (正规文法无法描述 a和 b数量上不相等!):
∴不是正规语言
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2 Chapter 3. 自动机基础

用什么样的语言可以描述

例 3.5 这个文法？这个模型对应的语言需要用下推机来描述。

如果上下文无关文法不含有 ε，则该文法可以被转化为正规文法。

3.1.1 正规语言的正规式表示法

⋇正规式：是指由字母表中的符号，通过以下三种运算 (也可以使用圆括号)连接起来构成的表达式 e：
连接 ( .) 或 ( | )闭包 ( +，* )

正规式 正规式的值
ab.cde abcde
ab|cde ab, cde
a+ a, aa, aaa, . . . , an, . . .
a∗ ε, a, aa, aaa, . . . , an, . . .

图 3.1: 正规式举例

⋇设 val(e),L(e)分别表示正规式 e的值和语言，则：L(e)= x| x=val(e)，即正规式表示的语言是该正规式
所有值的集合 (正规集)。
⋇正规式表示正规语言示例：

例 3.6 (1)e1 = a∗b+

L(e1) = {ambn | m ⩾ 0, n ⩾ 1};
= {b, ab, bb, aaab, aab, abb, aabb, . . .}
(2) e2 = (ab)+

L(e2) = {(ab)n | n ⩾ 1} ,
= {ab, abab, ababab, abababab, . . .}
(3)e3 = ab∗c | b∗

L(e3) = {abnc, bn | n ⩾ 0}
= {ac, abc, abbc, abbbc, . . . ; ε, b, bb, bbb, . . .}

3.1.2 正规语言的有限自动机表示法

有限自动机（FA）是正规语言的描述方法之一，先来看三个示例。
L1 = {ambn | m ⩾ 0, n ⩾ 1},L1对应的有限状态自动机为

1+ 2 3 -

FA2:

a b

a

图 3.2: L1对应的有限状态自动机

L2 = {(ab)n | n ⩾ 1},L2对应的有限状态自动机为
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3.1 正规语言及其描述方法 3

1+ 2 3 -

FA2:

a b

a

图 3.3: L2对应的有限状态自动机

L3 = {abnc, bn | n ⩾ 0},L3对应的有限状态自动机为

1+ - 2 3 -

4 -

FA3:

a

b

c

b

b

图 3.4: L3对应的有限状态自动机

⋇初看起来，有限自动机是带标记的有向图！1 2 3 4 是图上的节点，称之为状态，带箭头的线可以理
解为图上的边，这个边是有方向的，称之为有向边，+和-分别对应起始状态和结束状态
我们让大家有一个直观的印象，每一个正规语言都可以用一个有限状态自动机来描述。

⋇有限自动机表示法说明：
L3 = {abnc, bn | n ⩾ 0}有限状态自动机由什么组成呢？

1+ - 2 3 -

4 -

FA3:

a

b

c

b

b

图 3.5: FA3对应自动机

我们分析一下 FA3
【图符说明】:

{1,2,3,4}–状态集;

其中:+(开始状态);-(结束状态)

{a,b,c}–字母表;

δ(1, a) = 2–变换 (或 1 a−→ 2 );...

(表示 1状态遇符号 a变到 2状态...);

图 3.6: 符号说明
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4 Chapter 3. 自动机基础

1 2 3 4 是状态，状态表示的是事物在某一时刻的表示，+和-分别表示开始状态和结束状态，自动机
的运行一定要从开始状态开始，最终到达结束状态， 1 代表起始状态和结束状态可以是同一个状态。
字母表可以理解为文法中的字母表，自动机需要读入的最基本的元素，δ 表示状态转移，对应有向图中带箭

头的边，δ(1, a) = 2表达状态 1读入 a后要跳转到状态 2。
【运行机制】

一个 FA，若存在一条从某开始状态 i到某结束状态 j的通路，且这条通路上所有边的标记连成的符号串为 α，

则 α就是一个句子；所有这样的 α的集合，就是该 FA表示的语言。
如果一个自动机的起始状态和终止状态写在了一起，则表示这个自动机是能接受空串的。

从自动机的应用上来说，基本的功能是判断一个符号串能否被一个文法所接收，换句话来说，若能找到一个

路径恰巧对应这个符号串，则表示该符号串能被接收，如果找不到这样的路径，则表示这个符号串不能被自

动机所接收。

⋇正规语言的三种表示法综合示例：

例 3.7 L = {abnc, bn | n ⩾ 0} , σ = {a, b, c}

1.正规文法描述:

G(S) : S → aA|bB|ε,A → bA|c,B → bB|ε

2.正规式描述:e = ab∗c | b∗

3.有限自动机描述:

1+ - 2 3 -

4 -

FA:

表示可接受空串!

a

b

c

b

b

图 3.7: 综合示例

【注】凡是能由上述三种方法表示的语言，一定是正规语言；反之，凡是不能由上述三种方法表示的语

言，一定不是正规语言。

3.2 有限自动机的定义与分类

3.2.1 有限自动机的定义

定义 3.2 有限自动机是一种数学模型，用于描述正规语言，可定义为五元组:FA = (Q,Σ, S, F, δ)
上下文无关文法是几元组？四元组：非终结符集，终结符集，起始符号，产生式集合。有限自动机是五元组，

Q(有限状态集);
Σ(字母表);
S(开始状态集,S ⊆ Q);
F(结束状态集,F ⊆ Q);
δ:变换 (二元函数):
状态 1 2 3 4 5 用状态 Q来表示，S是 Q的子集,变换 δ(i, a) = j 或 i a−→ j i, j ∈ Q, a ∈

∑
+{ε}表示状
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3.2 有限自动机的定义与分类 5

态 i遇符号 a，变换为状态 j。空串在应用的角度来说不好，给计算机处理带来很大的麻烦，但是有限自动机
是可以读入空串的。

3.2.2 有限自动机怎样描述语言

令 L(FA)为自动机 FA所描述的正规语言；则 L(FA) =
{
x | (i x⇒ j), x ∈ Σ∗, i ∈ S, j ∈ F

}
一个有限状态自动机 FA 所对应的语言写作 L(FA)。从起始状态 i 到结束状态 j 的路径上所有符号所拼接起
来构成的符号串便是该自动能接受的一个符号串，所有这样符号串构成的集合便是 FA所对应的语言，记作
L(FA)。i x⇒ j 表示从起始状态 i 到终止状态 j，其中每一次跳转分别读入的符号为 a1、a2 一直到 an，写成

这样的形式设 x = a1a2 . . . an, ai ∈ Σ + {ε} 则有 i
a1⇒ i1

a2⇒ i2 . . .
an⇒j, 每次读入的字符构成了一个符号串

a1a2 . . . an,记为 x，则符号串 x是 L（FA）中的一个句子，所有句子构成的集合就是该有限自动机对应的语
言。

FA存在一条从某初始状态 i到某结束状态 j的连续变换，且每次变换 (⇒)的边标记连成的符号串为 x，则称
x被 FA接受，否则拒绝。
所以有限状态自动机最重要的一个功能是判断一个词串是否能被接收，词法分析便是利用有限状态自动机来

识别单词串。

1+ - 2 3 -

4 -

如右图有限自动机:

则 L(FA)的
识别过程如下所示:

a

b

c

b

b

图 3.8: 有限自动机

⋇L(FA)的生成 (或识别)过程示例：
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6 Chapter 3. 自动机基础

I第一条通路:FA1 1+ - 2 3 -

4 -

+ 1 a−→ 2 c−→ 3 −

+ 1 a−→ 2 b−→ 2 c−→ 3 −

+ 1 a−→ 2 b−→ 2 b−→ 2 c−→ 3 −

II第二条通路:FA2

...

+ 1 ε−→ 1 −

+ 1 b−→ 4 −

+ 1 b−→ 4 b−→ 4 −

接受空串的
FA的典型特征!

∴ L(FA1) = {abnc | n ⩾ 0}

∴ L(FA2) = {bn | n ⩾ 0}

∴ L(FA) = {abnc | n ⩾ 0}

...

a

b

c

b

b

图 3.9: L(FA)生成 (或识别)过程示例

起始状态 1 读入 a跳转到 2 号状态， 2 号状态读入一个 c到 3 号状态， 3 号状态是一个结束态，因
此符号串 ac是该语言的一个句子。
起始状态 1 读入 a跳转到 2 号状态， 2 号状态读入一个 b仍然跳转到 2 状态， 2 状态读入 c跳转到 3
号状态， 3 状态是个结束态，因此符号串 abc是该语言的一个句子。
起始状态 1 读入 a跳转到 2 号状态， 2 号状态读入一个 b仍然跳转到 2 状态， 2 号状态又读入一个 b仍
然跳转到 2 状态， 2 状态读入 c跳转到 3 号状态， 3 状态是个结束态，因此符号串 abbc是该语言的一个
句子

综上，上半部分自动机 FA1对应的语言可表示为 ∴L(FA1) = {abnc | n ⩾ 0}
II .第二条通路：FA2
起始状态 1 直接读入空串就到达了结束态。
起始状态 1 读入 b到达结束态 4。
起始状态 1 读入 b到达状态 4，再读入 b又到了 4 状态，这个时候是结束态。
以此类推，下半部分的自动机 FA2

1+ - 2

4 -

a

b

b

b

图 3.10: FA自动机

表达的是 ∴ L(FA2) = {bn | n ⩾ 0}
因此整个自动机所对应的语言就是 FA1和 FA2对应的语言合并在一起，即 ∴L(FA) = {abnc | n ⩾ 0}
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3.2 有限自动机的定义与分类 7

3.2.3 有限自动机的两种表现形式

例 3.8 有限自动机: FA = (Q,Σ, S, F, δ)
其中:Q=1,2,3,4,Σa,b,c, S=1,2,F=3,4
δ:δ(1, a) = 2;δ(1, b) = 4;δ(2, b) = 2;
δ(2, c) = 3;δ(2, ε) = 3;ε(4, b) = 4;

我们可以把有限自动机写成状态图或变换表的模式

FA的两种表现形式：

1+ - 2
+

3 -

4 -

(1)状态图:

a

b

c

ε

b

b

图 3.11: FA状态图

这个图并不容易让计算机去识别

2 4
2 3 3

4

(2)变换表:

a b c ε
1
2

3
4

+
+

-
-

开始状态
结束状态

图 3.12: FA变换表

这是计算机存储中最常用的方式，可以把状态转移看成一个表的形式，表中每一行对应一个状态，所以

这个表中写了四个状态，每一个列分别对应一个字母，行和列的交叉点表示对应的状态读入相应的字母时应

跳转到的状态。

2
a

1

图 3.13: 状态 1

表达 1 状态读入 a跳转到 2 状态，即 δ(1, a) = 2

起始状态和结束状态分别用“+”和“-”表示。⋇有限自动机的构造示例 1

例 3.9 A = {abnc, (ab)n | n ⩾ 0}FA的构造:
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8 Chapter 3. 自动机基础

方法一: 联合式

1+ 2 3 - 4+ - 5a c

b

a
b

图 3.14: 方法一

对于符号串 abnc可构造出这样一个自动机，开始状态 1 读入 a进入 2 状态，使用循环方式表示 2 状
态可读入无限个 b, 2 状态若读入 c进入 3 状态。同样道理第二个串 (ab)n 可以写成这样的自动机，开始状

态 4读入 a进入 5状态，5状态读入 b进入结束态 4。注意 4状态既是起始态又是结束态，表示该自动机可接
收一个空串。

1+ 2 3 -

4
-

5

方法二:组合式 1

1+ - 2 3 -

4 5 -

a

ε

c

b

a
b

a

a

c

b

b
a

图 3.15: 方法二

4 状态是一个起始状态，但是在方法二中 1 状态通过跳转到了 4 状态，所以 4 状态可以不标注起始
状态。

消除 1 状态到 4 状态的 ε跳转得到

1+ - 2 3 -

5

4 a

a

c

b

b

图 3.16: 跳转结果

该自动机与联合式或组合式的自动机是否等价？答案：不等价

正确的自动机如图所示

1+ - 2 3 -

4 5 -

a

a

c

b

b
a

图 3.17: 正确结果
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3.2 有限自动机的定义与分类 9

接下来比较各种自动机表示方法的优劣：方法一：开始状态不唯一,不好用!方法二：带有 ε边，还是不

好用!另外，变换函数不单值，如 δ(1, a) = (2|4)也不好用！

方法三:确定式

A = {abnc, (ab)n | n ⩾ 0}

⋇确定的有限
自动机如右图所示：

1+ -

DFA:

2 3

6 7

4 5a b

c

b

a c

b

c

b

a

图 3.18: 方法三

状态唯一，不带有 ε边，变换函数单值的有限自动机。

最后我们再举一个现在中的例子：奇偶校验

例 3.10 奇偶校验

奇校验

Input：由 0，1组成的字符串

Output：奇数个 1，则输出 ok，否则拒绝

1+ 2 -
1

1

0 0

图 3.19: 奇校验

类似的，偶校验的自动机如下：

1+- 2
1

1

0 0

图 3.20: 偶校验

3.2.4 有限自动机的分类

1. 确定的有限自动机（DFA）

特征： 1开始状态唯一； 2变换函数单值； 3不带 ε边。

2. 非确定的自动机（NFA）–不能全部具备上述特征者！

(a) 带有 ε边的非确定的有限自动机，记为 εNFA；
(b) 不带有 ε边的非确定的有限自动机，记为 ε̄NFA；

⋇有限自动机的分类示例

9



10 Chapter 3. 自动机基础

例 3.11 试分别指出下述有限自动机的分类情况

1+ 2 3 -

FA1:

a b

ε ε

b

1+- 2 3 -a b

b

b
FA2:

1+ 2 3 -a c

ε

ε

b
FA3:

2+ 3 4 -b c

c

a b
FA4:

1+ 3 4 +-b c

a c

c

FA5:
DFA：FA2

NFA：FA4，FA5 (ε̄NFA)
FA1，FA3 (εNFA)

结论:

图 3.21: 有限自动机的分类情况

上述五个有限状态自动机中哪些是确定型的？FA2为 DFA。

FA4变换函数不单值，FA5起始状态不唯一，FA1和 FA3带有 ε边。

3.3 有限自动机的等价变换

能不能找到确定型的有限状态自动机，从理论上已经证明任何有限状态自动机都可以转化为确定型的有

限状态自动机。有限自动机的等价变换,是指把 FA1变换为 FA2,且有 L(FA1) = L(FA2)。主要包含以下两个
内容：

1. 有限自动机的确定化（NFA => DFA）;

找到一个确定型有限状态自动机，同时其接收的语言和原始的自动机接收的语言是一摸一样的，这个

过程叫确定化。非确定机（NFA）较易构造，但不易于使用。相反，确定机（DFA）较难构造，但使
用上更加方便。

⋇任何一非确定机 NFA,皆可通过有效算法把其转换为等价的确定自动机 DFA。

2. 有限自动机的化简（最小化）；

找到一个自动机和原自动机是等价的，但其状态数是最少的。

⋇对任何一确定机 DFA1,皆可通过有效算法将其转换为等价的确定机 DFA2，且 DFA2的状态最少。

3.3.1 有限自动机的确定化

第一步先把一个含 ε边的非确定有限状态自动机转化为不含 ε边的非确定有限状态自动机，第二步把不

含 ε边的非确定有限状态自动机确定化。

1.消除 ε边算法（εNFA ⇒ ε̄NFA或 DFA）

1. 若存在 ε闭路，则把 ε闭路上各节点合而为一：

10



3.3 有限自动机的等价变换 11

2

3

4 -

b ε
c

ε

ε

a 2 -

b

c

a

图 3.22: ε闭路上各节点合而为一

2. 标记隐含的开始态和结束态：

开始态的 ε通路上的节点：+

结束态逆向 ε通路上节点：-

从起始状态开始找到所能到达的 ε通路上的所有节点，将其标注为起始状态。比如起始状态 1，通过
ε跳转到达的任何节点都标注为起始状态。

从结束态逆向标注，如果一个节点通过 ε跳转能到达结束态，则认为这个节点是结束态逆向通路上的

节点，将其标记为结束态。

例如：

1+- 2
+

3 +-b b

c

ε

ε

图 3.23: 标记隐含的开始态和结束态

起始状态 1通过 ε跳转到 3状态， 3状态通过 ε跳转到 2状态，因此 3状态和 2状态都是起始状态 ε

通路上的节点，将状态 2和状态 3标记为起始状态。同样道理， 3状态是结束态， 1状态通过 ε跳转

可以到达 3状态，因此将 1状态标记为结束状态。
3. 对剩余的 ε边，逆向逐一进行：

1删除一个 ε边；同时

2引进新边：凡由原 ε边终点出发的边，也要由其始点发出。

2 3 5b c

b

c

a

图 3.24: 删除 ε边，同时引进新边

4. 重复步骤 (3)，直到再无 ε边为止。例如：

2 3 5ε c

b

a

图 3.25: 重复步骤 (3)，直到再无 ε边

11



12 Chapter 3. 自动机基础

删除状态 2到状态 3的 ε边，3状态能到达 3状态和 5状态，所以 2状态读入 b也得到达 3状态，2状
态读入 c也能到达 5状态。

例 3.12 消除 ε边算法示例：

已知 εNFA如下，求 L(εNFA) =?

1+ 2 3 4 -a b c

ε

ε

ε

ε

图 3.26: 消除 ε边算法示例

1. ε闭路上的节点等价，（ 1 ≡ 2），可合二为一；得到

1+- 3
+

4 +-b c

a

ε

ε

图 3.27: 节点等价

2. 标记隐含的开始态和结束态：+ 4，+ 3，- 1

从开始状态找 ε通路，把通路上的节点都标为开始状态， 1状态读入 ε到达 4状态， 4状态读入 ε到

达 3状态。从结束态开始，找 ε逆向通路上的节点，将其标记为结束态， 1状态通过 ε跳转到达结束

态 4状态，所以将 1状态标记为结束态。

3. 逆序逐一删除 ε边，同时引进新边：

先删除 4状态到 3状态的 ε边

1+- 3
+

4 +-b c

a

ε

ε

图 3.28: 删除 4到 3的 ε边

然后删除 1到 4的 ε边

1+- 3
+

4 +-b c

a cε

图 3.29: 1到 4的 ε边

3能到达 4，那 4就能到达 4（即 3能读入 c到 4，那 4就能读入 c到 4）

12



3.3 有限自动机的等价变换 13

1+- 3
+

4 +-b c

a cε

图 3.30: 4读入 c到 4

删除状态 1到状态 4的 ε边，�状态能到达 4状态，所以 1状态读入 c也能到达 4状态

1+- 3
+

4 +-b c

a cc

图 3.31: ε̄NFA

∴ L(ε̄NFA) = {am, ambcn, amcn | m ⩾ 0, n ⩾ 1}

2.ε̄NFA的确定化算法（ε̄NFA ⇒ DFA）

1. 构造 DFA的变换表（框架）：

a1 a2 a3 . . .
{q10 , . . . qn0 }

{. . .}

δ({qi1, . . . qin}, ak) = {qj1, . . . qjn}

字母表中的符号

ε̄NFA开始态集

图 3.32: DFA变换表

2. 按 ε̄NFA的变换函数实施变换：δ({qi1, . . . qin}, ak) = {qj1, . . . qjn}
3. 若 {qi1, . . . qin}未作位状态进行标记，则作新行标记；
4. 重复步骤 (2)(3)，直到不再出现新状态集为止；

5. 标记 DFA的开始态和结束态：

•第一行 {qi1, . . . qin}，（右侧）标记 +；

•凡是状态行中含有 ε̄NFA的结束状态者，（右侧）标记-。

【注】必要时，新产生的 DFA可用状态图表示。

自动机所有的起始状态构成一个集合 {qi1, . . . qin}，该集合作为确定自动机 DFA的起始状态。DFA变换
表的行由原始自动机中状态或状态集合表示 {qi1, . . . qin}，列是字母表上的符号。从 DFA起始状态集合开始，
把集合中任意一个状态读入相应的字母所到达的状态合成一个集合（到达的状态集合），作为 DFA变换表中
相应的表项，注意该表项可能是一个单一状态，也可能是一个状态集合。只要表项中状态或状态集合没有出

现在 DFA变换表的行标记中，则将其作为一个新的行标记，直到没有新的行标记出现为止。经过上述处理
后，便可得到原始自动机对应的确定化有限自动机，这个确定化有限自动机的状态可能是是原始自动机中的

状态或状态的集合。最后，标注开始态和结束态，新自动机的开始态只有一个，即 {qi1, . . . qin}；如果新自动
机中行标记包含原始自动机的结束态，就将其都标记为结束态。

⋇ε̄NFA确定化示例

13



14 Chapter 3. 自动机基础

例 3.13

联合自动机 NFA：

1 2 3
+ -

b

a c 4 5
+

-

a

b

图 3.33: 联合自动机 NFA

不是确定型的自动机

a b c
A{1,4} B{2,5}
B{2,5} C{2,4} D{3}
C{2,4} E{5} F{2} D{3}
D{3}
E{5} G{4}
F{2} F{2} D{3}
G{4} E{5}

+-

-
-

-

E G

C- F

B D -A+-

b

a

b

c cb

ca

b

a

图 3.34: 确定化过程

【注】A,B,C,…状态集的代码

表列是字母表，行对应的是状态，原始自动机的起始状态 1 4作为确定自动机的起始状态，读入 a 到
达 2 5

B{2,5}读入 b到达 C{2,4}读入 c到达 D{3}；

C{2,4}读入 a到达 E{5}读入 b到达 F{2}读入 c到达 D{3}；

E{5}读入 b到达 G{4}；

F{2}读入 b到 F{2}读入 c到 D{3}；

G{4}读入 a到 E{5}；

只要新自动机中行标记包含原始自动机的结束态，就将其都标记为结束态。

根据确定自动机的变换表，便可构造出该确定自动机对应的状态图，不难看出，这两个自动机是等价的。

3.3.2 有限自动机的最小化

有限自动机的最小化,又称有限自动机的化简，是指对给定的确定机 DFA1,构造另一个确定机 DFA2,使
得 L(DFA1) = L(DFA2),且 DFA2的状态最少。

有限自动机最小化算法，是指构造满足下述条件的确定有限自动机 (称为最小机)：

1. 删除无用状态；

2. 合并等价状态。

14



3.3 有限自动机的等价变换 15

第一步是删除无用状态

定义 3.3 无用状态是指由开始态达不到的状态 (不可达)或者由其出发不能到达结束态的状态 (不终结)。

无用状态是指两种状态，一种是不可达的状态，一种是不终结的状态。这两种状态是不会参与到自动机

的运行里的，参与了也没有用，所以这两种状态是不需要的，可以删除掉。第二步是合并等价状态。

如果两个状态是等价的，这两个状态是可以在最小化的操作中被合并的。那什么是等价状态呢？

定义 3.4 等价状态是指这样的两个状态，若分别将其看作开始态，二者接收的符号串集合相同。

下面我们来看一个例子

例 3.14 无用状态

1+ 2 3 -

4

a
c

a
b

b
c

图 3.35: 不可达状态

状态 4只有出边没有入边，所以该状态是一个不可达状态。

1+ 2 3 -

4

a
b

c
d

b b
c

图 3.36: 不终结状态

状态 3只有入边，没有出边，所以该状态是一个不终结状态。

不管是不可达也好，还是不终结也好，这两个状态都不是自动机需要的状态。

我们再来看下一个例子：

例 3.15 合并等价节点

1+ 2 3 -a c

b
ε

ε

图 3.37: 合并等价节点

状态 2和状态 3这两个状态可以通过读入空串来互相跳转，2通过读入空串跳转到 3，3通过读入空串
跳转到 2。之前说过，这是一个带空边的闭环，所以在这个闭环上的所有节点都是等价的，因此可以把它们

15



16 Chapter 3. 自动机基础

合二为一。

1+ 2 -a

b

c

图 3.38: 保留非空跳转

可以看到，合并之后的 2状态可以通过读 b跳转到 2，可以通过读 c跳转到 2，这是因为 2 3合并之后，
2和 3上的非空跳转仍然需要保留。

接下来看下一个例子，如何去判断等价性。上面例子中的带空边闭环是比较好判断的。

例 3.16 如何判断等价性：

2 3 -

4 5 -

a

a ε

图 3.39: 判断等价性

首先判断 4和 5是否是等价的，我们可以从定义出发：

等价状态是指这样的两个状态，若分别将其看作开始态，二者接收的符号串集合相同。如果同样把 4和 5看
做开始态，可以看到 4状态可以接收空边到 2， 2再接收 a到 4， 4还可以接收 b到结束态 5，即 4作为开
始态可以接收符号串 ab，但是 5作为开始态并不可以接收符号串 ab。所以 4和 5是不等价的。

第二个问题： 3和 5是否是等价的？

状态 3和 5都是终止态，这两个状态都不能接收任何符号串，所以状态 3和状态 5是等价的。

第三个问题， 2和 3是否是等价？

显然 2状态能够读入 a到 3状态，而 3状态不能接收任何符号串，所以这两个状态是不等价的。

最后一个问题， 2和 4是否是等价？

4状态能够接收 b到结束态 5，而 2状态不能接收 b，所以这两个状态也不是等价的。

【算法】

接下来我们看一下如何去执行这两步：删除无用状态以及合并等价状态。首先看删除无用状态的算法。

删除无用状态我们在这给了两个算法，第一个是删除不可达状态。

⋇【删除不可达状态】构造可达状态集 QAR

1. 设 q0为开始态，则令 q0 ∈ QAR；

2. 若 qi ∈ QAR且有 δ(qi, a) = qj则令 qj ∈ QAR；

3. 重复执行 (2)，直到 QAR不再增大为止。

4. 从状态集 Q中，删除不在 QAR中的所有状态。

16



3.3 有限自动机的等价变换 17

首先要理解什么是不可达状态？就是无法到达的状态。那么为什么不可达呢？这个不太好描述，我们可

以反过来想想，什么是可达的状态。可达状态的定义非常简单，从起始状态开始，只要能找到一条路径到达

一个状态，那么这个状态就是可达状态。从这个角度说，是否可以找出一个可达状态的集合呢？这个算法就

告诉我们怎么去构造可达状态集合。

首先从起始状态开始，不断的进行搜索，将所有可达的状态都加入到集合当中，最后当这个集合不再增

加的时候，就得到了可达状态集合，从状态集中把这些状态删除，就得到了不可达状态的集合。

同样的道理，不终结的状态怎么判断呢？类似的，不好判断一个状态是否是不终结状态，我们可以去想

想什么节点能够终结？那就是什么节点能够到达终止状态，如果可以找出所有能够到达终止状态的节点，那

么其余状态便是不终结状态。

⋇【删除不终结状态】构造可终结状态集 QFN

1. 设 qi为结束态，则令 qi ∈ QFN；

2. 若 qj ∈ QFN且有 δ(qi, a) = qj则令 qi ∈ QFN；

3. 重复执行 (2)，直到 QFN不再增大为止。

4. 从状态集 Q中，删除不在 QFN中的所有状态。

接下来看一下如何判断等价状态。首先，两个状态 i,j等价，当且仅当满足下面两个条件：

1. 必须同是结束态，或同不是结束态；
2. 对所有字母表上符号，状态 i,j必变换到等价状态。

第一个条件，两个状态必须同是结束态，或者同不是结束态，如果这两个状态里有一个是结束态，有一

个不是结束态，显然结束态的那个节点可以读空直接停止了，而非结束态的不一定。

第二个条件，对于字母表上的所有符号，两个状态分别读入同一个字符跳转到的两个状态都应该是等价

状态。例如，i状态读入 a跳转到 I’,j状态读入 a跳转到 J’，如果 I’和 J’等价，那么 i,j也是等价的。

例 3.17 判断等价状态：

把下述自动机最小化

1

2 -

3 -

a

b

a

b a

图 3.40: 判断等价状态

1. 初分成两个不等价子集：Q1 = {1, 2}，Q2 = {3}

将状态分为两个不等价子集，根据等价条件的第一个条件，因为 1， 2状态都是结束态，而 3状态不
是结束态，可以划分成两个不等价子集 1，2和 3。这一步只能说 1， 2有可能是等价，但是 1跟 3或
者 2跟 3肯定不是等价的。

接下来第二步，根据等价条件的第二个条件，如果两个状态读入相同的字符，都能跳转到等价状态，

那么这两个状态是等价的。状态 1， 2同时读入 a，b都能跳转到同一个状态，因此 1， 2等价。
2. 还能分成不等价子集吗?

∵ δ({1, 2}, a) = 2

17



18 Chapter 3. 自动机基础

又 δ({1, 2}, b) = 3

∴ 1 ≡ 2

所以可以将 1， 2状态合并在一起，得到了下面的自动机

1+- 3

a
b

a

图 3.41: 将 1， 2状态合并

我们可以将上述步骤总结成一个算法：

【合并等价状态算法】–划分不等价状态集

1. 初始，把状态集 Q化分成两个不等价子集：

Q1（结束状态集），Q2（非结束状态集）；

2. 把每个 Qi再划分成不同的子集，条件是：

同一 Qi中两个状态 i，j，若对字母表中的某个符号，变换到已划分的不同的状态集中，则 i，j应分离，
如：δ(i, a) ∈ Qm, δ(j, a) ∈ Qn且 m ̸= n

3. 重复步骤 (2)，直到再不能划分为止；

4. 合并最终划分的每个子集中的状态（合而为一）。

例 3.18 ⋇有限自动机化简示例：

1 3 2 7

5

8 6 4

+

-

-

-

b b
a

b

a a
a

a

a

b

a b

b

a

图 3.42: DFA

第一步：删除无用状态

动态构造 DFA变换表，即从开始状态 1出发，把变换后的状态填入表项，并同时作为新行标记；如此下
去，直到不再出现新状态为止。未出现的状态，就是无用的状态。

18
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a b
1 6 3
3 1 5
6 4
5 7 3
4 4 6
7 4

+

-
-

-

图 3.43: 构造 DFA变换表

例??对应的 DFA变换表如上图所示，该表中状态便是所有的可达状态，状态 2和 8不在里面，所以状态
2和 8是不可达状态。在这里我们分析的是不可达状态，不终结状态可以采用类似的方法来分析，最终删除
的不可达和不终结状态是 2状态和 8状态。

第二步：合并等价状态

a b
1 6 3
3 1 5
6 4
5 7 3
4 4 6
7 4

+

-
-

-

图 3.44: DFA变换表

1. 先将原始的状态划分为两个状态集，一个是结束状态集，另一个是非结束状态集。从变换表可以
看出来结束态是 5，6，7，所以把 5，6，7划分为一个状态集，剩余的 1，3，4是非结束状态集。

令 QNE=1,3,4,5,6,7

2. 第二步逐一去访问当前等价状态集合中的任意两个状态，如果它们读入同一个字符后跳转到的状
态不在同一个等价状态集合里，则把它们分裂到不同的等价集中。

取 {3,4}：
∵ δ(1, a) = 6, δ(3, 4, a) = {1, 4}

∴划分成Q1 = {1},Q2 = {3, 4}

即QNE = {{1}, {3, 4}, {5, 6, 7}}

首先看 1，3，4状态集，由于状态 1遇到 a跳转到状态 6，3，4遇到 a跳转到状态 1,4，其中状态 6和
1，4在不同的等价集合中，即 6在 5，6，7中，3，4在 1，3，4中，所以把 1和 3，4分裂成不同的等
价状态集。在这一步，我们可知状态 1和状态 3，状态 4肯定不等价，但是状态 3，状态 4是否等价我
们还不知道，还得继续去执行算法。

3. 下一步我们看 3，4，来确认状态 3和状态 4是否等价。

由于状态 3遇到 a变成状态 1，状态 4遇到 a变成状态 4，由于状态 1,状态 4在不同的等价划分里，所
以状态 3和状态 4肯定不是等价状态。因此，得到了新的等价集合 3和 4。
4. 第四步继续对 5，6，7执行算法。

取 {5,6,7}：同理，可划分成 Q1 = {5},Q2 = {6, 7}

最后：QNE = {{1}, {3}, {4}, {5}, {6, 7}}

需要注意的是，划分等价状态集算法适用于不含空边的自动机。若自动机带有空边，可以先用之前学

过的算法消空边，接下来再执行划分等价状态集算法。

19



20 Chapter 3. 自动机基础

5. 最后得到了状态 6和状态 7是等价状态，因此只需要将 6，7合并，如何合并呢？只需要将 6替换
7，得到的结果如下所示：

a b
1 6 3
3 1 5
6 4
5 6 3
4 4 6

+

-
-

图 3.45: 合并等价状态

6. 最后将转化表变为自动机。

1 3 5

6 4

+ -

-

b

a b

b

a

a
a

b
a

图 3.46: 最小的 DFA

3.4 正规语言描述方法间的相互转换

正规语言有三种等价的表示方法：

1. 正规文法

2. 正规式

3. 有限自动机

任何一个表示方法都能转化为另外两个，我们先看看正规文法和确定有限状态自动机之间的转换方法。

设 G(Z) = (VN,VT,Z, P),DFA = (Q,
∑

, s, F, δ)正规文法是一个四元组，确定有限状态自动机是一个五元
组，可以发现二者之间是有对应关系的，如下图所示：

正规文法 DFA
VN（非终结符集） Q（状态集）
VT（终结符集）

∑
（字符集）

Z（开始符号） S（开始状态）
A → aB δ(A, a) = B
A → a δ(A, a) = B（结束态）
A → ε A（结束态）

图 3.47: 正规文法与 DFA之间的对应关系

例 3.19 自动机⇒正规文法：

20



3.4 正规语言描述方法间的相互转换 21

1 2 3+ -a d

c

b

图 3.48: DFA

令 Z= 1，A= 2 ,B= 3，则有正规文法

G(Z) : Z → aA | cB,A → bA | dB,B → ε

根据上面的对应关系，可以基于自动机写出正规文法。

相反，我们也能够将正规文法转为自动机：

例 3.20 正规文法⇒自动机，并求 L(G)：

文法规则

G(Z) : Z → aZ | bA | ε,A → bA | d

首先第一步，A → d，根据上面的对应规则，我们先做一点点变换：

将 A → d变换为 A → dB,B → ε。

这一步的目的是什么？是希望让 B作为终止态，显性体现在自动机里，经过上述变换后得到一个新的等
价文法，唯一的区别是新文法中引入了一个非终结符 B。

∴ G‘(Z)与 G(Z)等价 :

Z → aZ | bA | ε,A → bA | dB,B → ε

之后令状态 1表示 Z ,状态 2表示 A,状态 3表示 B，画出自动机。

1 2 3
+

-
-

b d

ba

图 3.49: DFA

这个文法对应的语言为：

L(G) = {ε, ambnd | m ⩾ 0, n > 0}

接下来，我们来看一下正规式和有限自动机状态机的转换。

转换的机制如下：

设 e为正规式，DFA = (Q,
∑

, s, F, δ)，转换机制：
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22 Chapter 3. 自动机基础

s f+ -e

图 3.50: 转换机制

对于正规式 e，可以看作是一个符号串，我们希望有一个自动机，能够从初始状态读入这个符号串，到

达终止状态，这就完成了转化的过程。

定义 3.5 符号串转换为 DFA的过程称为分解，DFA转换为符号串的过程称为合成。

以下是转换的规则，图中正方向称为分解过程，负方向称为合成过程：

i j
e1 | e2

i j
分解

合成

e1

e2

i j
e1 · e2

i k j
e1 e2

分解

合成

图 3.51: 转换规则

而对于闭包型正规式，有如下 5种转换方式：

i je∗
分解

合成

i k jε ε

e

i j

e

ε

i jε

e

i

e

j

e

图 3.52: 闭包型正规式转换规则

例 3.21 正规式⇒自动机：

设 e = a∗b | bc∗

首先根据上述的转化规则转化为一个初始的自动机：

22



3.4 正规语言描述方法间的相互转换 23

1 9+ -
a∗b

bc∗

图 3.53: 初始自动机

经过一次分解后自动机变为：

1

2

9

3

+ -

a∗ b

b c∗

图 3.54: 一次分解后自动机

对闭包型正规式分解后变为：

1

2

9

3

+ -

ε b

b ε

a

c

图 3.55: 完全分解后自动机

之后需要对这个带空边的自动机进行确定化，怎么进行确定化呢? 先标记起始状态和终止状态，从起始
状态开始，经过空边到达的所有节点都标记为起始状态，同样，所有通过空边到达终止状态的节点都标记为

终止状态。然后逆向消除空边，第一次消除空边后变成这样：

1

2

9

3

+ -
+

-

a b

b ε

a

c

图 3.56: 消除一条空边的自动机

消除第二个空边变成下面这样：
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24 Chapter 3. 自动机基础

1

2

9

3

+ -
+

-

a b

b

b

a

c

图 3.57: 消除第二条空边的自动机

由于有 1 2两个起始状态，我们需要进一步进行确定化，用自动机确定化算法，构造出如下表所示的确
定自动机的变换表。

a b c
A{1,2} B{2} C{3,9}
B{2} B{2} D{9}
C{3,9} E{3}
D{9}
E{3} E{3}

+

-
-
-

图 3.58: 自动机变换表

最终得到了确定化后的自动机：

A

B

C

D

E

+

-

- -

a
b

b
c

a

c

图 3.59: 确定化后的状态机

由变换表??可知，C、E状态等价，最小化后的状态机如下图所示：
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3.5 有限状态自动机的实现问题 25

A

B

C

D

+

-

-

a
b

b

a

c

图 3.60: 最小化后的自动机

3.5 有限状态自动机的实现问题

在实际应用时，怎么去设计一个自动机呢？自动机的设计有以下两个说明：

1. 假定自动机只作为识别器，即对待识别的符号串仅回答:是 (接受)或否 (拒绝)。

自动机其实就是这么一个装置，对任意的一个字符串，能接受就是 yes，不能就是 no。

2. 为了便于处理，可令
∨
− 作为待识别的符号串的泛指后继符。

我们将这个符号作为符号串的后继符，这个后继符怎么去理解呢？可以理解成把一个字符串的结尾单

独用一个符号来表示。

1 3

6

5

4

+
-

-

-

a

b ∨
−

∨
−

图 3.61: 扩展后的自动机

扩展之后的自动机如上图所示，只有唯一的开始态和唯一的结束态。当然我们可以将自动机表示成一

个变换表，其中 no代表不能接受的后继字符。

a b . . .
∨
−

1 3 6 . . . no
. . . . . . . . . . . . . . .
4 no no . . . ok
5 no no . . . ok

+

-
-

图 3.62: 自动机变换表

3.5.1 控制程序设计

基于上面的说明，给出一个自动机的控制程序流程图：
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26 Chapter 3. 自动机基础

开始

state:=1

getchar(ch)

查变换表:δ(state, ch) =?

δ = ε

δ = ok

回答:ok

结束

回答:no

state:=δ

n

y

n

y

图 3.63: 自动机控制程序流程图

3.5.2 变换表存贮结构设计

下面将解决状态转移表即变换表存储的问题，可以有很多存储状态转移表的方式：

1. 二维数组，其下标是 (状态，输入符号）；

⋇为了适应不同编码语言的需要，状态和输入符号可采取相应的编码形式；通常，使用连续的正整数：
0,1,2,3,…。

二维数组的方式优点是简洁、访问快，提供下标就能直接访问。但是缺点是太占空间。

2. 压缩变换表，方法是把每个状态行作为子表，状态为索引，并把错误的输入符号合并在一起,如下
图所示,图中 ∀（其他）代表错误符号，左侧蓝色索引表中的序号代表数字，右侧红色表为变换子表：

我们一般用第二种方法，索引表的形式。

例 3.22 ⋇有限自动机实现示例：

有限自动机 DFA:

1 3

2

4+
-

a

b
c

b

d

#

图 3.65: DFA
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3.5 有限状态自动机的实现问题 27

1
2
. . .

n

a 5
b 8
. . .
∀ no

e 4
f 2
. . .
∀ no

x 1
y 9
. . .
∀ no

索引表

变换子表

图 3.64: 压缩变换表

根据这个有限状态自动机，我们可以用上述的压缩变换表的形式存储自动机状态转移表。

1
2
3
4

a 3
b 2
∀ no

d 4
∀ no

a 3
b 4
c 2
∀ no

# ok
∀ no

索引表

压缩变换表

图 3.66: 自动机状态转移表

最后，模拟一下应用压缩变换表的自动机的识别字符串的过程：

state ch 剩余 变换 备注
1 a acd# 3
3 a cd# 3
3 c d# 2
2 d # 4
4 # ok 接受

图 3.67: 字符串识别过程
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